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2023 年【科學探究競賽-這樣教我就懂】 

教師組  教案表單與學習單 

教案設計者：何敏華(臺北市立大同高中) 

課程領域： 

☐物理  ☐化學  ☐生物  ☐地球科學  ■科技領域  ☐自然科學探究與實作 

■數學  ☐其他                                 (可複選) 

一、教案題目 

生活中旋轉曲面的探究與實作 

二、授課時數 

50 分鐘*6 節 

三、教案設計理念與動機 

數學也可以探究! 

    數學除了計算、演譯特質外，還包含猜測、估算與觀察樣式，許多數學概念可以透過觀

察、模擬、猜想與實驗來建立，這就是所謂數學的探究與實作。於是我在多元選修的課程中，

設計了「旋轉曲面的探究與實作」單元，期望在理性論述中，建構由平面走向立體的探究主

題，包括數學的知識內容提問與表徵，再經過觀察生活中的物件進行實作設計，讓學生可以

有更多動手做數學的「做中學」機會，最後再結合擴增實境 AR 的展現與應用，讓數學不僅

在生活中被創造，更在生活中展現數學的創造力與想像力。 

教學現況 

    高中生的立體思維，常常因為空間想像能力不足、對幾何形狀和空間規律只掌握了部

分不夠全面，因此難以想像出立體形狀的具體樣貌和特徵，對複雜的立體形狀和空間關係

缺乏深入的理解和應用能力，尤其在記憶和應用分離的情況下，學生常常僅僅依靠死記硬

背的方法來記憶幾何定理和公式，而缺乏實際應用和練習的能力。那麼，如何設計課程讓

學生由平面思維轉成立體思維的培養過程，能對實際應用場景的把握、轉化能力上有充分

練習的機會。 

四、教學目標 

立體思維是數學、物理和工程學等領域的基礎和核心能力之一，也是設計、建築、製造、

機械、電子等許多職業所需的重要技能，在廣泛的生活應用價值上，例如，購物時選擇合適

的容器、整理行李時最大限度利用空間、組裝傢俱等，都需要立體思維能力的支持。立體思

維培養學生的空間想象力和邏輯思維能力，進而提高學生的智力發展。更有助於學生綜合運

用不同的數學概念和知識解決問題，尤其是當問題涉及到三維空間時，有效地分析問題，發

現問題的本質，提出有效的解決方案。 

在數學教學領域的眾多分支中，要從平面圖形過度到空間立體思維，樹立如何從矩形、

三角形、梯形，變成柱體、錐體，學生想像的元素會多於老師教的成份，學生實做的感知力
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更大於抽象的想像力，因此就會有許多直觀性教具或科技來輔助理解。然而對於較複雜的形

體，例如電風扇、椰子樹等，學生該如何以基礎的幾何結構，透過層層方程式、曲線或幾何

原形的拆解、反射、伸縮、旋轉來建立，這就需探究實作的歷程來培養能力。 

所以，教學三大具體目標(圖一)說明如以下: 

1. 三維建模的思維: 

    每個人都可由不同的視角去認識一個立體結構的物件，如何經由多方位的觀察

與探索，再以平面數學的方程式、圖形、程序建構此立體圖，並力圖真實、全面、鮮

明地反應這個立體圖，這就是立體圖思維的建模。對高中生而言，最常用的建模程序

包括多邊形建模、曲線建模、參數建模，其所培養的數學力不僅使用了旋轉、鏡射、

平移、伸縮等之混合、分析與組合，更在布林運算的邏輯思維上充分的活用。 

2. 開放性的問題探究: 

    教案的探究內容，學生採自由選擇生活中立體物件作為思考模擬的對象，學生從

他們自身立體思維的感知力為起點，多角度、多策略的觀察、模測、試驗、操作他們

的猜想或建構，再經由科技輔助修正或透視所建置的3D 模型與真實的密切度，不管

是建模中參數的校正或點線面的結構原理，都在開放性問題中讓數學公式從平面走

向立體，立體思維能大大拓展學生的思路，把多種幾何物件有機地結合，取其特徵，

相得益彰。 

3. 利用行動載具將成果以 AR 展現: 

      課程中學生除了以數學軟體輔助實作的探究外，並與擴增實境 AR 的巧妙結合 

  (例如，以 AR 展現成果+數學詩的創作、結合魚缸為 MR 場景展現成果)，為周遭生 

  活增添許多展現數學的樂趣和機會。再回到本教案的設計初衷，它以生活中的物件作 

  為探究內容，從起點到終點，可謂取之環境，饋之生活的創造力歷程。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                     

 
圖一 教學目標 
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五、教育對象 

普通高中 高一多元選修 

六、課程設計（方法與步驟） 

(一)課程設計方法與架構 

本課程的探究實作方法，乃以『問題-過程-推論-延伸』為整體程序，佐以教學目的之

課程架構如下圖二: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

問題：引導學生思考問題，從而激發他們的學習興趣和主動性。本課程中則是觀察實際生 

活的物件，引導學生在平面思維與立體思維間的轉換，培養出學生對問題的認識和 

理解。 

過程：引導學生關注問題的解決過程，了解解決問題的步驟和方法。本課程則是利用數學 

軟體的操作、實驗、修正過程，讓學生組織解決過程中參數、角度、方位的影響， 

幫助他們理解問題和解決問題的方法。 

推論：引導學生思考問題的本質和原因，從而形成自己的推論和判斷。一個立體物件的建 

構，每個學生均有他們自己觀察到的視角與特徵，教師可以引導學生進行分析、歸 

納、演繹等推理方式，培養學生的邏輯思維和判斷能力。 

延伸：引導學生從已學知識出發，進一步探究問題背後的原理和應用，擴展學習的深度和 

廣度。本課程中，學生從最基本的平面幾何圖形、函數、多項式開始，透過實驗、 

模擬而建立空間中的立體曲面，延伸至選擇一個複雜、多面相組合的實際物件為探 

究的內容，最後將自由創意發揮與多元表現融入新興科技中展現成果，培養學生的 

綜合分析和創新能力。 

(二)課程設計內容與實施 

      課程總共進行 2週，每週 3 堂課。 

     模擬實驗工具: GeoGebra 軟體或 App 的平面/立體功能。 

     成果 AR 展示:(1)使用手機或平板的立體繪圖 App 之 AR 功能。 

                 (2)EyeJack 網站製作 AR。 

圖二 教學方法與架構圖 
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基本幾何物件的旋轉 (50分鐘) 

1.先實作/內容: 

空間坐標軸的視角、建立 xy/yz/xz 平面的方程式、繞 x/y/z 軸旋轉的有向角、畫出平面上簡易的

幾何圖形(圓、半圓、優弧、橢圓、線段、三角形、正方形、多邊形等) 

2.再探究/內容: 

(1)觀察基本幾何圖形繞 x 軸旋轉θ角(0°≦θ≦360°)的曲面特徵。 

(2)理解指令:Surface( <曲線>, <角度>, <線> )的意義。 

 

 

 

 

 

 

 

 

設定範圍函數的旋轉 (50分鐘) 

1.先探究/內容: 

學生觀察 5個簡易函數的旋曲面特徵，去逆推 

、連連看他們在平面上所對應的函數: 

□𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)2 + 2  , −1 ≤ 𝑥 ≤ 3  

□𝑔(𝑥) = √𝑥  , 0 ≤ 𝑥 ≤ 3  

□ℎ(𝑥) = |𝑥| + |𝑥 − 1| , −1 ≤ 𝑥 ≤ 2  

□𝑓(𝑥) = [𝑥]  , 0 ≤ 𝑥 ≤ 2  

□𝑓(𝑥) = 
1

𝑥
 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 5 

2.學生表現-1:  

學生能粗略描述出函數的特性與旋轉曲面的特徵: 

□ 二次函數因為與 x 軸交於相異兩點，因此轉出來的曲面像糖果。 

□ 平方根函數會緩緩的遞增，所以像一個碗、花瓶等。 

□ 含絕對值的一次式，是折線圖，曲面像線軸、捆電線的軸。 

□ 高斯函數像階梯，旋轉後像圓型廣場的階梯座位。 

□ 倒數函數有無窮、逼近兩軸的特色，因此旋轉後會有像一個面與細管子。 

3.最後實作/內容: 

學生自行輸入這些函數並改變係數、改變項數、設定範圍，實作他們的旋轉曲面。 
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4.學生表現-2: 學生主動嘗試探究: 

 (1)輸入 3次、高次多項式發現旋轉曲面有更高的結構與自由度(如下圖三)。 

   (2)平面上對 x=y 成對稱的指對數，旋轉曲面的立體關係超乎想像(如下圖四)。 

   (3)有週期性的三角函數、傅立葉級數的旋轉曲面是屬於較容易理解與想像(如下圖五、六)。 

 

 

 

 

 

                                     

 

 

 

 

 

 

任意高次多項式的旋轉曲面/連續物件的旋轉 (50分鐘) 

1.先實作/內容: 

  (1)建立三次多項式的特徵型態的數學概念:𝑓(𝑥) = 𝑎(𝑥 − ℎ)3 + 𝑝(𝑥 − ℎ) + 𝑘  

  (2)利用點的集合與插值法建立任意多項式(如下圖七)。 

  (3)伸縮、平移對方程式係數的影響(如下圖八)。 

  (4)有序、有規則 pattern 的旋轉曲面(如下圖九)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 圖九 有序 pattern 

圖八 伸縮 平移 圖七 任意多項式的旋轉曲面 

圖四 指對數函數 

圖六 三項的傅立葉級數 

圖三 三多項式 

圖五 正弦函數 
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2.再探究/內容: 

 利用中心軸、法向量、半徑的元素，建立空間 

 中任意的圓，並與空間中任意直線當成旋轉軸 

 ，建立圓的旋轉曲面。 

 

 

 

 

 

發展活動/小組討論 (100分鐘) 

1.發展活動/內容: 

 評量 1: 建立側面類似階梯的花瓶，並改以 z軸為旋轉軸。 

 評量 2: 利用之前課程建立的星星工具，從 xy平面旋轉至 xz 平面，並繞 z 軸旋轉。 

 評量 3: 先建立頂點為原點的二次函數<再經適當的平移、鏡像、再平移後，再產生可打開圓形 

        蓋子的物件。 

 評量 4:利用描繪邊緣，產生自己臉部的魯賓杯。 

 評量 5: 經由查閱資料探究托里拆立利小號的方程式，並透過旋轉曲面觀察它「表面積無窮 

        大但體積有限」的 3D特徵樣貌。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.學生表現/內容: 

 學生除了用自己的側臉製作魯賓杯以外，也發想用自己的手指握拳與其他手勢。(如下圖十) 
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七、學習評量內容 

學生成果發表(50分鐘): 

通過探究和實作後，學生可以深入理解數學的核心概念、原理和應用方法，學生從被動的知識

接受者轉變為主動的知識建構者，評量成果展現以探討周遭實際場景與物件立體思維的旋轉曲面為

主，並且利用新興科技 AR/MR 佐視覺化的3D建模。(學生作品相關檔案連結在參考資料) 

1. 以下圖 1~3 為學生觀察手邊的馬卡龍點，轉化成簡潔的橢圓與圓聯集後，再繞軸產生旋轉曲面。 圖

4~5 為學生以他小時候的玩具車為探究內容，旋轉曲面一口氣帶動輪子與車蓋，車體與車燈即是伸縮平

移的概念的運用。 

 

 

 

 

 

 

 

2. 下面兩位學生探究實境電風扇的立體思維方式完全不同，一位是以多項式結合條件範圍作旋轉，一位是利

用幾何物件去建模，不僅體現自己解決問題的能力，在逼真、顏色的運用巧思上，更是發揮無比的創意。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖十 各種設計的魯賓盃與發想 

圖 4:物件解圖 2:360度完成 圖 3:平面構 圖 5:完成圖 圖 1:曲面旋轉 45度 
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3. 創造出家用電鍋、紅茶桶、地球儀的旋轉曲面，栩栩如生。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 校園的旋轉曲面 AR:創造校園內特色

建築物、自然生態環境等之旋轉曲面，

可以說校園的數學曲面步道，讓學生

對校園的了解除了文化外，多了一層

立體思維的識讀，加上 MR 技術，就是一套有關數學的校園導覽了。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

參考資料: 學生作品雲端連結與影片: https://reurl.cc/eXDM9x 、https://youtu.be/-NQHwLjyHZo、 

https://reurl.cc/RvzeMe、 https://reurl.cc/eXDM9x、https://youtu.be/-NQHwLjyHZo 

 

校園大門 

https://reurl.cc/eXDM9x
https://youtu.be/-NQHwLjyHZo
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