
冰珠尖點的探討 
我們的研究主要注重在小水珠結冰後，原本平滑的表面會突起形成尖點，

也就是「冰尖凸」。我們試著分析這個現象的成因，以及凝固後形成的尖角大小

和各變因間的關係。 

研究動機 
    小時候我發現附著在冰箱冷凍室裡面的水滴，有時候會呈現圓圓尖尖的形

狀(如下圖)，我感到很好奇，水滴結凍前本來是不存在尖尖的點的，這尖尖的

點究竟是怎麼形成的呢？ 

 

研究器材 
本實驗使用之器材如下圖： 

(1) 我們的自製降溫板，使用裝有甘油盤子，中間放入金屬塊，置入放有液態

氮的保麗龍盒。 

(2) 自製的觀測台 

(3) 單眼相機 

(4) 黑布(用於方便拍攝) 

(5) 甘油 

(6) 微量定量滴管 



 

實驗分析軟體 
得到照片後，我們可以用 ImageJ 這套軟體分析水滴頂角的大小。 

我們將照片放大到若千程度後，在水滴兩端以目測的方式選取（我們認為的）

切點 
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ImageJ 就會自動計算角度的大小，我們就以此作為我們頂角的數據。 

 

實驗模型分析 
在進入正題以前，我們要先告訴大家我們對水滴各部分的名稱的定義。首

先，我們定義同一時間所有結冰處的連線稱為「冰前」。而等到水滴結冰後，在

水滴的上端會形成一個尖角，我們就定義它為「頂角」。同時，我們也定義結冰

後的體積除上結冰前的體積，是水滴的「膨脹率」。又由於水的質量不變，所以

我們又可以推得膨脹率和密度的關係。 

在我們實驗的過程中，我們發現水珠的冰前是呈下凹狀的圓滑曲面(如下圖)，

和我們參考文獻的敘述一致。黑線就是這顆水珠在某一時刻的冰前形狀。 

在我們之後的分析中，我們假設冰前是一個球冠，就是球體表面的一部分，來

簡化我們的模型。 

 

接著，我們來分析體積小的水滴。在水滴體積很小時，因為受重力影響很小，

參考之前研究者的文獻後，我們認為可以將水滴視為一個球缺。 

所謂球缺，就是球體被一個平面截出來的形體。而因為球缺對其中心軸是對稱

的，所以我們便可以任選一個剖面來觀察。在任何一個截面上，這個水滴呈現

弓形。 

在這個剖面上，設直線 P，Q 所繞成的平面為水滴一開始與金屬版的交界面，



而這個球缺相對應的曲率中心（即球心）為 O。 

當水滴凝固後，它會形成一個尖點 O’，而且與原本水滴的切點是 P’，Q’，

其中，我們假設冰前就是以 O’為球心，OP’=OQ’為半徑的球冠，就是剖面

中的弧線 P’Q’。 

我們設水滴的半頂角為 α（按），而直線 P’Q’的長度為 2r，所以它的半長就

是 r。 

接著，我們設直線 P’Q’所繞出的平面以下，冰前以上的水滴體積為 V1，平

面以上則為 V2。 

V1 和 V2 是球缺，透過積分，我們可以得出它與 r 與 α 的關係。 

而結冰之後，為便於計算，我們可以得到如圖中 OP’Q’繞一圈而成的圓錐體

積 V3。 
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我們假設水滴由切點向上形成尖點這段時間，它的體積膨脹，是由水與冰之密

度差異所造成。因此我們代入實驗時水滴初溫、末溫所對應的密度，可算出水

的膨脹率約為 1.09，令其等於剛剛結冰後和結冰前的體積相除。即可得到這個

關係式。 

因為剛才我們求出 V1，V2，V3 與半頂角 α 的關係，我們便可以用此關係式，

將膨脹率對 α 作圖。 

其中，圖的橫軸為半頂角 α，單位是弧度，縱軸是體積膨脹率。 

畫一條水平線代表體積膨脹率是 1.09 的地方，我們發現它與這條理論曲線交於

α=1.135 弧度的地方，換算之後可得半頂角約為 65 度，頂角約為 130 度。 

𝑉1 + 𝑉3
𝑉1 + 𝑉2

 

𝜶(𝒓𝒂𝒅) 

𝜶=1.135 弧度≈65° 

頂角＝𝟐𝜶 =

𝟐 × 𝟔𝟓° =

𝟏𝟑𝟎° 



 

在 0 度 C 以上時，水滴先縮後脹，在 0 度 C 時，也就是我們形成冰前的溫度，

決定了我們水滴頂角的形狀，最後，在 0 度 C 以下，已經定型的水滴緩慢冷

縮，進而影響尖度大小。 

實驗數據 
我們將相同體積水滴照片取十組，去頭去尾取平均得到以下數據。 
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結論 
    我們假設水滴頂角的產生全部來自體積的變化，因此若能算出結冰前後的

體積與頂角的關係式，再由密度的差異推算膨脹率，即可求出頂角。 

在體積極小-時，可將水滴視為一圓球，結冰後之尖角視為一圓錐，解得其頂角

約為 130°；  
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